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Inter polacja funkgji

1. Wstep teoretyczny
W trakcie przetwarzania informacji na maszynachiawf/ch czsto dysponujemy
tylko przyblizeniem funkcji, z reguty reprezentowanym przeziskory ilos¢
punktéw. Czsto chcemy z syntezowaa ich podstawie funkgjej przyblizenie.
Stosujemy w tym celu kilka metod, twarxch proste w opisie funkcje, ktére w
zadanych argumentach przyjrmzjadane wartai. Wiasnie warunek przyjmowania
wartasci funkcji w WSZYSTKICH punktach egto powoduje nadmiegrztozonasé
funkciji interpolupcej, co odrania interpolagj od aproksymacji. Wcej szczegotow
odnasnie wiaciwosci funkcji interpolupcej oraz ztaoncici jej wyznaczania jest
charakterystyczne dla danej metody co opiszezepni

2. Interpolacja wielomianami.
Pierwsz opisywan metoda interpolacji jest interpolacja za pomagelomianow.
Uktadajc uktad réwné mapcy na celu wyznaczenie wspotczynnikow wielomianu
interpolupcego tatwo zauwgy¢, ze na podstawie Kroneckera - Capelliego istnieje
doktadnie jedno jednoznaczne rozmanie funkcji f(x) i n veztéw interpolacji
maozemy wyznacz§ wielomian stopnia n, ktory w kdym wezle x; posiada doktadnie
wartasé f(x;). Istniep dwie powszechnieaywane metody stace do wyznaczania
wspotczynnikdw wielomianu interpolagego.

a) Interpolacja Lagrange'a
Pierwsza metod, jest metoda Lagrange'a, kiarzywamy przede wszystkim z
wzgledu na tatwéc¢ obliczen ,na papierze” jak i fatw&E implementac;ji tej metody
niezalenie od gzyka programowania. W najogolniejszej postaci, pnzyac
wezty Xo,.. Xnpotrzymamy wielomian interpolagy wg wzoru:
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b) Interpolacja Newtona
Druga poznana przez nas metatiajdowania wielomianu interpolacyjnego jest
metoda Newtona. Pomims jest ona trudniejsza w implementacji, i wymaga
wigkszej ildsci oddzielnych ,krokow”, jest dio lepiej uwarunkowana
numerycznie, przez co warta poznania pgieitk stosowanie jej ha maszynach
cyfrowych. W metodzie tej musimy najpierw wyznatoglpowiednie ilorazy
réznicowe korzystajc z macierzy, a dopiero pdiej obliczy¢ interpolowan
funkcje z ich wyciem. llorazy r@nicowe wyznaczamy korzyst@j z wzoru
rekurencyjnego, ktory najlepiej ilustruje macien@katna, w ktérej pierwsz
kolumre tworza wartdsci funkcji interpolowanej, a kolejne kolumny soraz
krétszymi kolumnami zawieragymi kolejne rzdy ilorazéw r@nicowych. Po
wyznaczeniu kolejnych ilorazéw miemy skorzystéz gotowego wzoru



interpolacyjnego:

Problem optymalnego doborwesiéw interpolacji.

W sytuacji, gdy dysponujemy funkcyadam w postaci analitycznej, lub da
iloscia punktow pomiarowych bardzo waym problemem jest wybranie punktéw,
ktore wraz z odpowiadgymi im wart@gciami uznamy za ety interpolacji. Dla
podziatu rownoodlegtego otrzymujemy stosunkowo medevpunktow na
krawedziach przedziatu, przez co wielomian interpolagydecydowanie odbiega
tam od witaciwej wartaci funkcji, i stan ten pogarszegrzy zagszczeniu
weztow réwnoodlegtych. Zjawisko to, opisane przezl€&unge’'go powodujee
aby zwkkszy doktadng¢ interpolacji musimy zmieirozktad punktow. Problem
ten sformutowat rosyjski matematyk P.L. Czebyszeko problem znalezienie
wielomianu, ktory najlepiej przykiatby zero na danym przedziale. Rozzanie
tego problemu dla przedziatu [-1,1] z n+&akami jest poza brzegami przedziatu

e . . m+1 . L
zbidr pierwiastkdw postack,,, = cos(zz— 77), gdzie m zmienia giod zera do
n

n-1, ktory tatwo ,przeskalowd na dowolny przedziat [a,b], na ktorym

interpolujemy daa funkcjec za pomog wzoru:

X = (b-a) COS(2m+1”) N (a+b)
2n 2

, gdzie Wspéiczynnil@ rozciaga zbior
(a+b)

wartasci cosinusa na szerokoprzedziatu [a,b], a cz+onT przesuwa

wszystkie pierwiastki tak aby cosinusowi o wadid odpowiadasrodek naszego
przedziatu.

3. Interpolacja funkcjami sklganymi.
Kolejnym sposobem interpolacji, zwtaszczgtiecznym do stosowania na maszynach
cyfrowych jest interpolacja funkcjami sklejanymesi to interpolacja poprzez
pofaczenie kadej pary weztow interpolacji odgbna funkcy (wielomianem) tak, aby
funkcja i odpowiednia il& pochodnych byty aigte, i od ogranicaena & funkcje
natazonych (cagtosc ilu pochodnych musi zachowywezalery, z jakim rodzajem
funkcji sklejanych mamy do czynienia.

a)

b)

Funkcje sklejane stopnia pierwszego

Najprostsza metoda interpolacji funkcjami sklejanystosowana od bardzo
dawna nawet przez dzieci to interpolacja funkcjamowymi, graficznie
sprowadzajca st do pohkczenia wztdw interpolacji odcinkami prostymi.
Analitycznie rownie wyznaczenie takich funkcji liniowych jest bardzosgte, i w
dodatku kolejne przedziaty siiezalene: czyli dla kadego przedziatu memy
wyznaczy funkcje interpolupca opierajc sk tylko na 2 gsiednich wgztach.
Niestety powoduje to utracenie przez furkicterpolupca tak podstawowej i
pozadanej cechy jak ggtos¢ pochodnych.

Funkcje sklejane stopnia 3
Rozwigzaniem problemu nieggtych pochodnych byto zastosowanie funkcji
sklejanych 3 stopnia, gdzie nazklgm przedziale funkgjinterpolujemy za



pomoa osobnego wielomianu stopnia 3, dizap chgtos¢ zarowno pierwszej jak i
drugiej pochodnej. Dla n+1amtdw interpolacji musimy wic wyznaczy przebieg
funkcji wewmatrz n przedziatdw, co oznacza koniecghwyznaczenia n*4
wspoiczynnikéw (a%+bx?+cx+d). Z warunku aigtosci funkcji, pierwszej i drugiej
pochodnej, co daje 3n-3 wspoétczynniki oraz wasitdunkcji w n+1 punktach, co
daje hcznie 4n-2 réwna Aby funkcja sklejana byta jednoznacznie gloaa
musimy przyj¢ dodatkowe dwa rownania. Memy to zrobé na kilka sposobow:

dla funkcji okresowych, o okresie takim jak przedznterpolacji, najlepiej
uzna punkty brzegowe za wspélny punkt, w ktérym musachodzi warunki
ciagtosci 1 i 2 pochodnej

dla funkcji, dla ktérych meemy w brzegach przedziatu wyznaéayartasci 1
pochodnej najlepiej po prostu z nich skorz§sta

dla pozostatych funkcji najlepiej stosoévaterpolacje funkcjami normalnymi,
czyli na brzegach przedziatu pra§jwartcas¢ 2 pochodnej jako zero.

4. Whnioski z przeprowadzonych obliczen.

Pierwszym wnioskiem, jaki nasuwa m¢ gio przeprowadzeniu obliczgest
stosunkowa dty btad funkcji interpolugcej w stosunku do funkgcji
oryginalnej. Niezalenie czy wybramy wezty rownoodlegte czy Czebyszewa
nie udato s moim zdaniem dobrze odwzoroévlunkcji na obszarze dej
zmienndci (szpilka na zerze)

Dla metod interpolacji wielomianami bardzozéwnaczenie ma optymalny
dobor weztow. Ju: przy 17 weztach interpolacji efekt Runge’go na brzegach
przedziatu spowodowat odchylenie do wacianniejszej nt -100 czyli 2

rzedy wielkasci wiekszy bhd niz najwicksz wartas¢ funkcji na przedziale, nie
mowiac juz 0 tym,ze funkcja interpolowana miata néigam wartd¢ bliska
zeru.

Wezly Czebyszewa pozwalgzniwelowa powyzszy efekt, ale zmniejszaj
one tylko oszacowaniedttu a nie jego rzeczywistvartas¢. Jakoze zostaty
one okrélone dla funkgcji statej, nie uwzglniajp one wzaden sposob
przebiegu zmienrkai funkcji, powodujc, ze w okolicysrodka przedziatu
interpolacja byfa rownie zta jak dlagatéw rownoodlegtych.

Dla dwzej ilosci weztdw interpolacje wielomianowe siggie praktycznie
bezuyteczne: generajfunkcje stabo przyhhiajace badas funkcje (przez

efekt Runge’go) oraz bardzte uwarunkowane numerycznie (wielomiany b.
wysokich stopni).

Interpolacja funkcjami sklejanymi pierwszegedn bardzo dobrze przyba
funkcje o ggsto rozmieszczonychemtach. Przy takim rozmieszczeniu ilorazy
réznicowe policzone na tych przedziataehssbie bliskie, przez co funkcja nie
wyglada na bardzo ,famafi

Funkcje sklejane pierwszego stopnissgosunkowo odporne na zaburzenia.
Ewentualny kdd w pomiarze np. jednej wakim zaktoca wygdd funkciji
interpolupcej tylko w 2 przedziatach

Funkcje sklejane tego stopnia nagdsig wigc do obliczé wymagagcych
stosunkowo niewielkiej doktad®oi, oraz daej szybkdci. W praktyce
catkowanie metagltrapezow jest catkowaniem takiej funkcji sklejanej
Funkcje sklejane 3 stopnia bardzo dobrze addegjebieg zmienrizi funkcji,
podobnie jak wszystkie inne metody potrzeljednak zagszczenia wztow
interpolacji w obszarach dej zmienndci, aby moc wiernie te zmiany



odwzorowd.

* Funkcje sklejane 3 stopnia rowaiwymagag ztozonych obliczé, w dodatku
ich liczba r@énie wraz z wzrostem ikzi weztdw. Otrzymana funkcja, w
przeciwigistwie do interpolacji wielomianowej jest ztulepiej uwarunkowana
do nastpnych obliczé, gdyz sprawdzenie przedziatu argumentu jak i
wyliczenie wartdéci wielomianu 3 stopniagdatwe.

» Zlozoncgi¢ interpolacji i wybor wiaciwej pod tym wzgldem metody zaley w
duzej mierze od tego w ilu punktach chcemy oblicrartas¢ naszej funkcji
interpolowanej. Dla matych ikei punktéw mana stosowaprostsze w
implementacji wzory wymagage jednak wikszej ilgici, czstozle
uwarunkowanych oblicze Dla duwych ilosci najlepiej skorzystaz funkciji
sklejanych, w zalosci od potrzeb | lub 1l rzdu, gdzie po wyznaczeniu
wzoru funkcji interpolujcej obliczanie jej wartai dla dowolnego argumentu
jest juz fatwe.

Bibliografia:

Fortuna, Macukow — Metody Numeryczne

Barttomiej Gudowski i Jarostaw ¥¥: opracowanie splajnéw 1 i 3egu.
oraz

Wiasne notatki z wyktadu pani Ewy Dudek-Dyduch.



