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1.

Numeryczne wyznaczanie pierwiastkow rowna A nieliniowych

Metoda bisekciji
Pierwsz metod, poszukiwania pierwiastkdw réwnania nieliniowegstjmetoda bisekciji.
Funkcja ta wykorzystuje podstawowe wtasridunkcji ciagtej (przyjmowanie wszystkich
wartasci posrednich). Aby moc z niej skorzystala pewnej funkcji f(x), musimy spefhi
kilka zatazen charakterystycznych dla wszystkich omawianych &tad jak i metody
bisekcji:
a) okreslonos¢ funkcji na przedziale [a,b]
w kazdym punkcie naleacym do tego przedziatu musimy Znaartas¢ funkcji,
algorytm nie mae napotka wartasci argumentu dla ktérego nie datoby ebliczy¢
wartasci funkciji.
b) ciagtos¢ funkcji na przedziale [a,b]
Najwazniejsze zatgenie, aktualne tale w pozostatych metodach numerycznych
tutaj omowionych. W pakzeniu z kolejnymi zatgeniami pozwoli nam zastosowa
metod: bisekcji do poszukiwania pierwiastkdw
c) iloczyn f(a)*(f(b) < 0
Oznacza to zmieniggy sk znak funkcji na przedziale [a,b]. Wraz z zatoiem z
podpunktu b gwarantuje nam to zadaie istnienie co najmniej jednego
pierwiastka: f (a) <0< f (b) = Cc(a,b) takieze f(c)=0. Wraz z podpunktem b
oznacza to ze funkcja spetnia twierdzenie Cauclyy’eg
d) Istnienie doktadnie jednego pierwiastka w przedziad [a,b]
Metoda bisekcji bytaby w stanie znadetylko jeden pierwiastek w danym
przedziale, dlatego musimy skorzystinnych metod aby dobiadpowiedni
przedziat w ktorym &dziemy poszukiwapierwiastka.

Metoda ta pozwala iteracyjnie zmniejézazedziat w ktérym musi siznajdowa
pierwiastek, ado momentu gdy szerokdprzedziatu uznamy za wystarcaa) mah —
czyli nie wigksza nk 2*wymagana doktadr$o.

W pierwszym kroku algorytmu dzielimy nasz przedzniatpot. Mae sk zdarzy ze tak
wybrany punk c &dzie pierwiastkiem, przypadek ten jako trywialng miymaga dalszego
omowienia. W przeciwnym wypadku otrzymamy 2 przadzi(a,c) i (c,b). Zgodnie z
zatazeniami w jednym z nich znajdujegierwiastek, a wgic funkcja zmienia znak.
Wybieramy wigciwy obliczapc wartag¢ funkcji w punkcie c, i powtarzamy niniejszy
algorytm dla zawzonego przedziatu. W efekcie po n-tej iteracji otrymy przedziat o
szerokdci 2" *|b-a|, zawierajcy nasz pierwiastek.

Metoda ,Regula Falsi”
Kolejna metoda znajdowania przytanych pierwiastkow réwnania liniowego. Jej
Lacinska nazw mazna ttumaczy na 2 sposoby, jednak oba z grubsza oznaczaj
przyblizanie badanej funkcji funkgjliniowa. Ta metoda réwniewymaga natgenia
ograniczé na badasmfunkcje. Przy zatgeniach skomentowanychzwczeniej pomirg
ten komentarz.



a) okreslonos¢ funkcji na przedziale [a,b]

b) ciagtosé funkcji na przedziale [a,b]

c) iloczyn f(a)*(f(b) < 0

d) f'(x) mie¢ staty znak na catym przedziale
funkcja musi by monotoniczna, aby moc oszac@ndad i zapewnt sobie
zbieznos¢ w rozsidnej ilasci krokOw. Przy niespetnieniu tego zaémia funkcja
moze by zbiezna dowolnie wolno.

e) f’(x) mie ¢ staly znak na catym przedziale
Brak punktéw przegcia rownie: jest wymagany w celu zapewnienia zniesci w
rozsadnej liczbie krokdéw, ustalenia statego punktu itgiraraz umaliwienia
oszacowania btu.

f) Istnienie doktadnie jednego pierwiastka w przedzia [a,b]
w tym przypadku zastosowanie zadoia d ju gwarantuje to zafenie (mana by

je pomiryg)

Metoda ta dziata zgodnie z wiasnazw, przyblizajac badan funkcje f(x) funkcjami
liniowymi. W pierwszym krokudczymy linia prost punkty (a,f(a)) i (b,f(b)), i
otrzymujemy punkt c gacy pierwszym przybfieniem poszukiwanego pierwiastka.
Nastpnie, analogicznie jak w metodzie bisekcji wybieyamasciwy przedziat, i
powtarzamy dla niego ten algorytm. Poza tym zalin razem sprawdzamy czy
srodkowy punkt nie jest juwystarczajco dobrym przyblieniem pierwiastka.

Jak wid& metoda ta jest ,roagniejsz”’ metody bisekcji, wykorzystujca nie tylko
informacg o znakach, ale tak o wartdciach funkcji. Niestety ze wzgllu na sposéb
konstruowania eciw, jej zbieznosé tez nie jest zbyt szybka.

Metoda siecznych
Kolejna metod, jest metoda siecznychednca rozwingciem metody ,regula falsi”/gciw
0 niejako ryzykowane, ale bardzo korzystne @amie przedziatu w ktorym poszukujemy
pierwiastka. Aby umdiwi ¢ sobie korzystanie i zapewirzbieznos¢ tej metody musi na
funkcje natay¢ nastpujace ograniczenia.
a) okreslonos¢ funkcji na przedziale [a,b]
b) ciagtosé funkcji na przedziale [a,b]
c) iloczyn f(a)*(f(b) < 0
w tym przypadku niespetnienie tego zadaia nie uniemdiwia stosowania
algorytmu (technicznie rzecz bim), co jest o tyle niebezpiecziae mana wykrye
i prébowa przybliza¢ pierwiastek nieistniagy.
d) f(x) mie¢ staly znak na catym przedziale
e) f’(x) mie ¢ staly znak na catym przedziale
f) Istnienie dokladnie jednego pierwiastka w przedzia [a,b]

Metoda ta jest rozwintiem metody siecznych. Rezygnujemy w niej z zaioa o
wybieraniu punktow po przeciwnych stronach osi Ok mana byto zauway¢, w
poprzedniej metodzie, kda kolejna iteracja wykorzystywata staty punktaig,

nierzadko leacy daleko od poszukiwanego pierwiastka i nie degtcy zadnych
informacji o przebiegu funkcji w jego pobli. Metoda ta, po uzyskaniu dwoch pierwszych
przyblizen, jako kolejne przybfienie (x3) wybiera punkttzacy punkty (x1,f(x1)) oraz
(x2,f(x2)). Dzkki temu kada kolejna iteracja pozwala nam korzystavartgci funkcji w
blizszym otoczeniu pierwiastka, @ki czemu szybciej udagham go odnal&. Niestety,



w wzorze rekurencyjnym wygbuje dzielenie ranicy kolejnych przyblien przez warté¢
bardzo mata (rénice wartdci funkcji miedzy kolejnymi przyblkeniami), przez co
ewentualne kidy zaokaglen mog sic w jednej operacji skumulowapowodugc
znalezienie sikolejnego przyblienia dalej ni dwa poprzednie. Z tego powodu, jako
dodatkowe kryterium przerwania iteracji natgrzyja¢ malenie cigu [f(xn)|, tak aby
przerwa obliczenia przy wyspieniu takie sytuacji zwracgg najlepsze mdiwe
przyblizenie.

4. Metoda stycznych
Kolejna metoda poszukiwania pierwiastkow rzeczywistychkfijinest metoda stycznych,
zwana rownie metod, Newtona. Pozwala ona znatepierwiastek funkcji pod warunkieve
spetnia ona nagbujace zataenia:

a) okreslonosé funkcji na przedziale [a,b]

b) ciagtos¢ funkcji na przedziale [a,b]

c) iloczyn f(a)*(f(b) <0

d) f(x) mie¢ staly znak na catym przedziale

e) f’(x) mie ¢ staly znak na catym przedziale

f) Istnienie dokladnie jednego pierwiastka w przedzia [a,b]

Ta metoda rownie polega na przybianiu funkcji nieliniowej kolejnymi funkcjami

liniowymi. W przeciwigstwie do poprzednich metod nie przyhlny je za pomac
cigciw/siecznych, ale stycznymi. Wymaga to od nas nartgci pochodnej badanej funkciji
w punktach kolejnych przyliden, co powodujeze jej stosowanie jest bardziej skomplikowane
(np. trzeba oprogramowaymboliczne liczenie pochodnej, gdgj numeryczne przybianie
zwigksza ztaondsci kazdego kroku) ni metody siecznych. W kdym kroku za kolejne
przyblizenie przyjmujemy punkt przegiia z osa OX stycznej do funkciji, obliczonej w
poprzednim przybhieniu. Przygte zal@enia, zwlaszczd i e nie @ absolutnie konieczne, ale
tylko dzigki nim algorytm zachowuje siprzewidywalnie. Dla tej metody wae jest rownig

aby pierwsze przybtenie nie znajdowato spoza przedziatem [a,b], dlatego iteracj
rozpoczynamy od punktu w ktérym f i f” majaki sam znak.

5. Whnioski

Zaimplementowatem wszystkie 4 algorytmy w programMethCAD. Wszystkie daj

poprawne rezultaty, ale aby ocengh jaka¢ nalezatoby poréwnéilosé¢ obliczen ktére musza
zosta dokonane. Z tej przyczyny kda implementacja posiadata licznik iteracji,
odpowiadajcy z grubsza iléci punktéw w ktorym obliczono wargé funkcji. Poza tym

metoda siecznych musi widym kroku oblicza rowniez wartas¢ pochodnej, ktorej
obliczanie, nawet po symbolicznym policzeniu wzgest w przyblieniu rownie ztaone jak
obliczanie wartéci samej funkcji. Pozostate operaciveobec poprzednich relatywnie proste.
Poniej zestawitem te wyniki

Metoda Bisekcji ~-Regula falsi” Sieczne Styczne

Przedzial

[-0.49 , 0.3]
[-0.11, 0.1]
[0.6,1.0]
[0.9,1.0]
[-0.49 , 0.3]
[-0.11, 0.1]
[0.6,1.0]
[0.9,1.0]
[-0.49 , 0.3]
[-0.11, 0.1]
[0.6,1.0]
[0.9,1.0]
[-0.49 , 0.3]
[-0.11, 0.1]
[0.6,1.0]
[0.9,1.0]

Miejsce | o | 091656 0 | 091656 0 |091656 O | 0.91656
Zerowe

llos¢ | 1| 16| 18| 16| 14 7/ 5| 4|8 | 5| 5| 4| 6| 3| 3| 3
|teraCJ|.
llosé 19 17| 19| 17 19 8 6 99| 6| 6| 5|12| 6| 6| 6

obliczen
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)
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)

Metoda bisekcji wymaga wielu obliczeale dla niektérych funkcji mma
przewidzi€ znak wyniku bez obliczania petnej watg co mae spowodowaze
metoda ta niedulzie & tak kosztowna obliczeniowo jak m® sk wydaw&.
Metoda bisekcji posiada najmniej rygorystyczne zeda, a ild¢ iteracji jest w
petni zdeterminowana przez przedziat pkawy i zadara doktadna¢, przez co
moze znalé¢ zastosowanie w systemach czasu rzeczywistegordyata
wymaganiach czasowych.

Metoda ta nie poprawia zbytnio zbiesci nawet przy zawzeniu przedziatu
Metoda ta nie wymaga sprawdzania zefg dzicki czemu tatwo ja
zaimplementowa Sprawdzanie stalego znaku drugiej pochodnej jest
nieporéwnywalnie trudniejsze.

Ztozonaé¢ metody ,regula falsi” silnie zahy od przebiegu funkciji, jak pokazata
nasza przyktadowa funkcja #& obliczen jestscisle zalena od badanej funkcji.
W niektorych sytuacjach metoda ta jest gorszametoda bisekcji, wymaga tyle
samo oblicz&, a naktada wiksze ograniczenia, ma trudniejsze oszacowakoibt
Metoda siecznych jest moim zdaniem najefektywneejsetoda, kada obliczona
wartas¢ wykorzystuje dwukrotnie, deki czemu jej zbienos¢ jest niewiele
wolniejsza od zbinosci metody stycznych, wymaga za to o polowe mniej
obliczen, nie musimy tez w ogéle zaavartasci pochodnej co jest szczegodlnie
przydatne gdy analizujemy funkcje zadampostaci nieanalitycznej.

Metoda stycznych cléazbiega bardzo szybko wymaga wyznaczanie pochotiuej,
w sposob symboliczny. Wyznaczanie jej numerycznierazu r@nicowego
postawitoby 4 metod daleko za metagdsiecznych pod wzgtlem ilcci oblicze,
dlatego jedyne funkcje dla ktérych ey szuka miejsc zerowych to takie dla
ktérych maemy obliczy¢ pochodn.

Szybka¢ otrzymania wyniku silnie zaky od przedziatu pogtkowego, a
doktadniej od tego jak dobrym przyibdiniem badanej na tym przedziale funkcji
beda funkcje liniowe.

Obliczenie pochodnej wymaga podobnegdicczasu procesora co obliczenie
wartasci funkcji pierwotnej, dlatego kala iteracja w metodzie Newtona wymaga
dwéch ztaonych obliczé wartasci funkcji i wartasci pochodne.



