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Rozwigzywanie uktadéw réwna n liniowych

Wstep

W bardzo wielu dziedzinactycia spotykamy siz wyznaczaniem rozwzan uktadow

rownar. Pocawszy od prostych zagadmi®@ptymalizacyjnych apo castkowe rownania
rézniczkowe z wielocyfrowymi iléciami rowna, ograniczone tylko maiwosciami
komputeréw. Aby sproségpotrzebie rozwizywania takich ukladéw stworzono wiele metod,
poczawszy od metody Cramera sprawdgaj st dla matych uktadow, poprzez metod
Gaussa, ktora w mniej lub bardziej upgizowany sposéb €sto stosujemy rozwrujac
zagadnienie na kartce papieru, poprzez rozktad ¢dddy najefektywniejszym sposobem
doktadnego rozwazywania uktadow réwng konczac na szeregu metod iteracyjnych
dajacych i arytmetyce idealnej przybtine rozwizania, cgsto jednak wystarczage lub w
rzeczywistdci doktadniejsze.

Metody doktadne

Metoda Gaussa

Metoda Gaussa jest metpstuzaca przeksztatceniu uktadu rowfao postaci trojitne;,

ktora tatwo rozwazat metody, podstawié wstecznych czy tesprowadzajc do macierzy
diagonalnej (co w gruncie rzeczy sprowadzadsi identycznych obliczg. Wraz z macierz
przeksztatcamy wyrazy wolne, co odpowiada dodawaodejmowaniu stronami rownha
Podstawowym problemem, ktory najerozwiazat w powanej implementaciji jest takie
podatkowe przeksztalcenie macierzy, aby nie napatkgrzektnejzadnego zera (w trakcie
obliczer dzielimy przez elementy z przgthej). Nasgpnie w kolejnych iteracjach rugujemy
kolejne czsci kolumn tak, aby oggna¢ zamierzony efekt. Wadej metody jest konieczeé
ponownego przeksztatcania/zapatywania przeksztatee jesli chcemy wykorzystamacierz
trojkatna do obliczania nowego wektora niewiadomych, gdyermhisi tylko wektor
wyrazow wolnych. Metoda ta jest jednak w praktyastpowana przez nagina metod:

Metoda rozktadu LU

Metoda ta polega na przeksztatceniu uktadu posteeb do prostego w rozweaniu LUx=b,
gdzie L i U to macierze tréjne odpowiednio dolna i gérna. Taki uktad tatwowozac:

LUx=b
L(Ux)=b
Ly=b — std obliczamy y
Ux=y — a sid x.

Jak wid& rozwiazanie wymaga rozwrania 2 uktadow trojnych, jednak co najwaiejsze i
co decyduje o przewadze tej metody tazhiveo$¢ tatwego rozwazywania uktadéw rownaz
wieloma maliwymi wektorami wyrazéw wolnych. Dla danej macigr& rozktadu LU trzeba
dokon& tylko raz, a péniej z niego korzystag oblicz& rozne wektory x dla renych
wektoréw b. W rozktadzie tym, aby byt on jednoznaczaktadamyze elementy na
diagonali jednej z macierzy muszathhgwne 1. Poza jednoznacZoim pozwala nam to na
skladowanie obu macierzy L i U w n”*2 komorkach pamiPrzy uznaniuze elementy na
przekatnej macierzy L srowne 1, macierz U jest taka samagajagsmy otrzymali w wyniku



rozkladu Gaussa, ganacierz L jest niejako obrazem tych przeksztategwanym do
wyznaczania wektora rozgdania. Poza tym obie macierze ina w trakcie rozktadu
zapisyw& w miejsce macierzy A, pagtajac tylko, ktére elementyaguz zerami (zamiast 0
zapisujemy macierz L, 1 ggomijamy).

Whioski na temat metod doktadnych

Podsumowujc poza niedoktadnymi z wzglu na arytmetyk float i nadmiernie zigonymi
metodami jak metoda Cramera, istaidyvie podobne obliczeniowo metody: Gaussa i LU,
obie z modyfikacjami polegagymi na ws¢pnym poprawianiu macierzy A, przy czym ich
ztozonci¢ jest podobna a wybor konkretnej zaled tego ile wektoréw wolnych mamy.yé
(czy 1 czy te wiele), gdzie metoda Gaussa jest szybsza tylkg grgciu z jednym wektorem
wolnym.

Metody iteracyjne — przybli zone

Wstep

W metodach iteracyjnych uktadamy réwnanie iteraeynpostaci:
x=Mx+W, gdzie M to macierz, przez ktora naymy wektor poprzedniego przybénia, za
W to wektor dodawany. W celu wybrania takiej maryeczsto dokonujemy rozktadu na
sunt Metody te znajduj zastosowanie wgdzie tam gdzie na wskutek indywidualnych cech
macierzy ilé¢ operacji w trakcie tywania metod iteracyjnycheldzie nizsza ni przy
metodach doktadnych (np. macierze rzadkie), oragapwawiania kidow zaoksglen
powstatych przy stosowaniu wgj omowionych metod doktadnych. W trakcie korzystam
metod iteracyjnych spotykamyeszt 2 gtéwnymi problemami:
1. Zbieznos¢ metody iteracyjnej
Chat fatwo jest sprawdzina potrzeby za¢ norme spektrala gwarantujca zbieznosé
metody, nie jest to niiwe dla uktadéw rowna, przy ktérych z wyej omdwionej
metody korzystamy. Wyznaczenia wszystkich waitastasnych mae by, i z reguty
jest duo bardziej ztaone ni uzycie metody doktadnej (Gaussa, LU). Z tego powodu
stosuje si cz¢sto mniej szerokie, ale rowrigvystarczajce kryteria, takie jak np.
mniejsza od 1 dowolna norma macierzy (zastosowara@up tu normy kolumnowa
i wierszowa). Cgsto, j&li metoda miataby by niezbiena, uktad rowna domnaamy
razy pewma macierz, majca na celu ,poprawienie” jej promienia spektralnego.
2. Wybor pierwszego przyhienia.
To, jaki wektor przyjmiemy za pierwsze przygnia wptywa znacco na szybké
zbieznosci. Z tego powodu zywa sk czesto tzw. algorytméw hybrydowych, gdzie
metoda iteracyjna shy do poprawienia ktlow zaokaglen powstatych przy
obliczeniach metodami doktadnymi.

Metoda Jacobiego

Pierwsza ayta przez nas metoda, e dzs juz charakter historyczny. W jej implementacji
za macierz M przyjmujemy macierz: *{L+U), z& wektorem W jest Db. Jak wida na
wykresach rozwizanie zbiega do wéaiwego bardzo oscylag (nie monotonicznie). Metoda
ta korzysta tylko z poprzedniego przyelihia wektora x, dlatego jest wolniejsza nastpne
metody iteracyjne wykorzystage wkcej informacji. Wiaciwy wynik dla zdanej tolerancji
otrzymalémy po 21 iteracjach.

Metoda Gaussa Seidla

W metodzie tej korzystamy z zmodyfikowanych wzondamacierz M, oraz wektor W.
Jednak najwaniejsz zaleta tej metody jest mibwos¢ niezalenego operowania na



pojedynczych skiadowych wektora, ¢laiczemu maemy trzymé w pameci tylko 1 wektor,
ktory bedziemy modyfikowd, oraz metoda ta wykorzystgj lepsze przybkenia jest szybciej
zbiezna. Mazna wykazé, ze dla dowolnych wektoréw pogtkowych metoda GS ma zawsze
mniejszy wspoétczynnik odpowiedzialny za zines¢ (promien spektralny). W mojej
implementacji wszystko dziata tak jak w implemejitdacobiego, nie licx recznej

realizacji mnaenia macierz*wektor, w celu wykorzystania dodatkotvynformaciji.
Ostatecznie odpowiedni wynik uzyskatem po 9 itexelej wec efektywnie metoda
potrzebowata o polowe mnie oblicze

Whnioski na temat metod iteracyjnych

Obie metody pozwalajuzysk& wynik, przy czym zbignos¢ drugiej jest zdecydowanie
lepsza. Obie wystartowaty z wektora 0,0,0, co daalab utrudnito uzyskanie wéaiwego
wyniku. W praktyce metody te stosujemy dla maciezadkich, gdzie mata i#g
niezerowych elementéw pozwala zdecydowanie zmnjéjdas¢ wymaganych oblicze

Whnioski ogolne

1. Znamy dwie grupy metod — doktadne i przybhe, gdzie te pierwsza aumeryczn
realizacy algorytmow algebraicznych i dla arytmetyki idegldawatyby
niezaburzone rezultaty, genetody iteracyjne juw swoim wyprowadzeniu zawieegj
btad (doktadna wart& to dopiero granica w nieskozonej iteraciji), $ za to
odporniejsze na by zaokaglen.

2. Metody iteracyjne dla macierzy petnych wymagajekszej ilcsci obliczen,
rekompensuj to jednak ww. odporrigia, oraz maliwosci uniknigcia wigkszej czsci
dziatar dla niektorych szczegolnych macierzy.

3. Problemem dla metod iteracyjnych jest sprawdzemirunku zbienosci, ktory na
potrzeby dydaktyczne mina sprawdzi niezawodnym warunkiem zgdanym z
promieniem spektralnym, w praktycznych aplikacjgedt to jednak niemadiwe i
wymaga uznania innych, mniej doskonatych metod.

4. W razie potrzebyzycia r&znych wektoréw b najlepiej zastosoéwanzktad LU, gdy.
bardzo zmniejsza on #6 obliczenr dla 2 i nasjpnych rozwizan.

5. Nie liczac aplikacji pisanych samodzielnie, np. na mikropsmry, najlepiej korzysta
z gotowych pakietéw do oblicaemumerycznych, implementigych bardziej
zaawansowane metody iteracyjne t@ poznane przez nas.



